Funkcje wymierne
Jerzy Rutkowski

Teoria

Przypomnijmy, ze przez R[x] oznaczamy zbiér wszystkich wielomianéw zmiennej x i o wsp6t-
czynnikach rzeczywistych.

Definicja 1. Funkcja wymierng jednej zmiennej nazywamy funkcje liczbows, ktéra mozna okre-
§li¢ wzorem postaci f(x) = %, gdzie g, h € R[x]iprzy tymh # 0. Dziedzing tej funkdji jest zbiér
R\ A, gdzie A jest zbiorem miejsc zerowych wielomianu h.

Uwaga. W powyzszej definicji zapis I # 0 oznacza, ze h nie jest wielomianem zerowym.
Zbiér wszystkich funkcji wymiernych zmiennej x i o wspétczynnikach rzeczywstych ozna-
czamy przez R(x).

Dziatania dodawania i mnozenia funkcji wymiernych okresla sie wzorami:
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Powyzsze wzory sa takie same jak wzory okreélajagce dodawanie i mnozenie liczb wymier-
nych.
Réwnania wymierne

Zadania na zajecia

Zadanie 1. Rozwigzaé réwnanie
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Zadanie 2. Rozwigzaé réwnanie
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Zadanie 3. Rozwigzaé réwnanie:
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Zadanie 4. Rozwigzaé réwnanie:
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Zadanie 8. Rozwigzaé nieréwnos¢
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Zadanie 9. Rozwigzaé nier6wno$¢:
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Uwaga. Nalezy bardzo uczulaé¢ studentéw na to, ze nie mozna mnozy¢ nieréwnoéci stronami
przez wyrazenie, ktére dla pewnych dwdéch argumentéw przyjmuje wartoéci réznych znakéw
(chyba, ze wyj$ciowa nieréwnos¢ to 0 < 0).

Rozklad funkcji wymiernej na sume wielomianu i utamkéw prostych

(nieobowigzkowe)
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W punkcie tym ograniczamy sie wylacznie do funkcji wymiernych o wspéiczynnikach rze-
czywistych. Przypomnijmy wiec wazne oznaczenia:

R[x] — zbiér wszystkich wielomianéw zmiennej x i o0 wspétczynnikach rzeczywistych,

R(x) — zbiér wszystkich funkcji wymiernych zmiennej x i o wspélczynnikach rzeczywstych.

Twierdzenie 1. Dla kazdej funkcji wymiernej % € R(x) istniejg wielomiany q(x), r(x) € R[x] takie, Ze
f) ()
— =qx) + — oraz str(x) < st g(x).

Powyzsze twierdzenie wynika natychmiast z twierdzenia o dzieleniu z resztg dla wielomia-
néw. Mozna je wystowié nastepujaco:

Kazda funkcje wymierng mozna przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i funkcji wymier-
nej takiej, ze stopien jej licznika jest mniejszy od stopnia jej mianownika.

Przypomnijmy pewne wazne twierdzenie z arytmetyki wielomianéw o wspétczynnikach
rzeczywistych:

Twierdzenie 2. Kazdy wielomian f(x) € R[x] stopnia dodatniego ma nastepujgcy rozktad na iloczyn
wielomiandéw nierozktadalnych o wspdlczynnikach rzeczywistych:
) =@—a) - (=) (0P bix+ o) (0 b+ o),
gdziem,n e NU{0},a1,...a,, €R, b1,..., by, €R,cq,...,c, € Roraz Aj = b?—4c]- <0dlaj=1,...,n
W wielu zagadnieniach (np. przy calkowaniu funkcji wymiernych) wazng role odgrywaja
pewne specjalne funkcje wymierne zwane ulamkami prostymi.

Definicja 2. Utamkiem prostym o wspétczynnikach rzeczywistych nazywamy kazda funkcje
wymierng postaci
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gdziek, 1 €N, A,B,Ca,b,c € R oraz b* —4c < 0.

Utamkami prostymi o wspolczynnikach rzeczywistych sg np. funkcje wymierne:
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Twierdzenie 3. Kazdg funkcje wymierng, ktérej licznik ma nizszy stopieri niz mianownik, mozna przed-
stawic w postaci sumy utamkow prostych.

Z powyzszego twierdzenia i z twierdzenia 1 wynika nastepujacy wniosek:

Whiosek. Kazda funkcja wymierna rozklada sie na sume wielomianu i utamkoéw prostych.
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Zadanie 12. Rozlozy¢ na sume utamkéw prostych dang funkcje wymierna:
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Zadanie 13. Rozlozy¢ na sume wielomianu i utamkéw prostych dang funkcje wymierna:
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Zadanie 14. Rozlozy¢ na sume utamkoéw prostych dang funkcje wymierna:
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Zadanie 15. Rozlozy¢ na sume wielomianu i utamkéw prostych dang funkcje wymierna:
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Zadanie 16. Wykorzystujac rozklady na utamki proste sktadnikéw ponizszej sumy, obliczy¢ te

sume:
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Liczne przykiady tytutowych rozktadéw mozna znalezé w tych podrecznikach do analizy matematycz-
nej, w ktérych omawia si¢ catkowanie funkcji wymiernych. Kilka przykladow jest tez zamieszczonych na
stronach 225-229 w mojej ksigzce , Algebra abstrakcyjna w zadaniach”.
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