Twierdzenie Talesa.

Adrian tydka
Bernadeta Tomasz

Teoria

Definicja 1. Méwimy, ze odcinki AB i CD sg proporcjonalne odpowiednio do odcinkéw EF i
GH, jezeli

|AB| _ |EF]|
ICD| ~ IGH]’

Twierdzenie 1. (Twierdzenie Talesa)

Jezeli ramiona kgta plaskiego przecinajg dwie proste réwnolegle, to odcinki wyznaczone przez te proste
na jednym ramieniu kgta sq proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na
drugim ramieniu kqgta.

Uwaga 1. Twierdzenie Talesa jest jednym z najstarszych twierdzen geometrii euklidesowej, tra-
dycja przypisuje jego sformutowanie Talesowi (Milet (obecnie w Turgji), VII-VI w p.n.e). Dowéd
twierdzenia przedstawit Euklides (Aleksandria (Egipt), IV w p.n.e.) w swym dziele Elementy.

Zadania na zajecia

Zadanie 1. Podaj zatozenia i teze twierdzenia Talesa. Jakg posta¢ ma to twierdzenie? Przepro-
wadz nastepujaca konstrukcje pomocniczg i przesledz dowéd twierdzenia Talesa przedstawiony
przez Euklidesa.
Konstrukcja pomocnicza:
(a) Narysowaé dowolny kat ptaski AOB.
(b) Poprowadzi¢ dwie proste réwnolegle przecinajgce ramiona OA i OB kata AOB.
(c) Punkty przeciecia tych prostych z ramieniem OA oznaczy¢ jako A; i A; oraz odpowiednio z
ramieniem OB jako B; i Bs.
(d) W tréjkacie OA;B; poprowadzi¢ wysokosci AlA'1 z wierzchotka A; oraz B; B’1 z wierzchotka
B;.
W tréjkacie A1B1A; poprowadzi¢ wysokosé A>A) z wierzchotka A,.
W tréjkacie A1B1B, poprowadzi¢ wysokosé BZB'2 z wierzcholtka B,.

(e) Zapisac teze twierdzenia Talesa za pomocg wyzej wprowadzonych oznaczen.
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O = B
Dowdéd twierdzenia Talesa:
L . . ] o .. [OA1] _ |OB;]
Zalozenie: proste A1B i A2B; s réwnolegte. Teza: zachodzi réwnoé¢: = .
|A1As|  |B1B,|

Dowéd: Oznaczmy przez hy, ha, hs, hy odpowiednio hy = |A1A7| hy = |B1B/1|, hy = |A2A’2|, hy =
IB2B,|. Zauwazmy, ze h3 = hy (jako odlegtoé¢ pomiedzy prostymi A1B1 i A2B; ). Pola tréjkatow
OA1B1, A1B1A;z i A1B1B; wyrazone przy pomocy wysokosci hy, hy wynosza odpowiednio:

1 1
Poas, = 5 |OB1|-h1 oraz Poa,p, = 5 |OA4]| - hy,

1 . 1
PapB, = 5 [BiBa|-h1 i Papa, = 5 |A1A2| - hy.

Zatem

Poap, _ OBl Poas _ |OA|
Pa,B,B, |B1Ba| PB4, |A1A,|"

Poniewaz h3 = hy oraz tréjkaty A1B1A; i A1B1 B, majg wspdlng podstawe A1B1, wiec Pa,p,a, =
Pa,p,B,- Zatem

Poap, _ Poas,

PAlBlAz PAlBlBZ

Z powyzszego wynika, ze

[0Ai1l _ OB,
|A1A;|  |B1Ba|’

co koriczy dowéd.



Uwaga 2. Twierdzenie Talesa pozostaje prawdziwe, jesli przecigé prostymi réwnolegltymi ramio-
na kata i ich przedtuzenia.

A
B @)
A

- . ) |OA:| _ |OBy| ) .. 10A] _ |OBy]

esli proste A1B; i A;B;> sg rownolegle, to = lub ré6wnowaznie = .

Jesliproste Ay 1 4B sa rownolegle 10 52,1 = 0B Aol ~ BB
. - o . A oo _ N2a-b
Zadanie 2. Dane sg odcinki o dtugosciach 4, b i c. Skonstruowaé odcinek dlugosci x = 3

Przyjmujemy, ze kazdy z nich ma dlugos¢ r6zng od zera.

Zadanie 3. Ramiona kata ptaskiego przecinaja trzy proste réwnolegte, odcinajac na jednym z
ramion kata, poczagwszy od wierzchotka kata, odcinki o dtugosciach kolejno 3, 5, 8. Te same pro-
ste odcinajg na drugim ramieniu kata odcinki o dlugosciach kolejno x, y, z, gdzie x + y = 24.
Wyznacz dtugosci x, y, z.

Zadanie 4. Udowodnij nastepujace wnioski z twierdzenia Talesa:
Jezeli ramiona kqta ptaskiego o wierzchotku O (Rysunek 1.) przetniemy prostymi réwnolegtymi A1By i
Asz , to

|0Az| _ |OBy| 1)
|A1A2|  |B1B,|
[OA1] _ |04 o)
|A1Bq|  |A2B,]

Uwaga 3. Inny jeszcze wniosek z twierdzenia Talesa mozna znalezé w zadaniu 10.
Zadanie 5. Sformuluj twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.

Uwaga 4. (a) Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa nazywane jest czasami twierdzeniem
o prostych réwnoleglych.



@] B
Bl BZ\

Rysunek 1.

(b) Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa jest prawdziwe, zatem zachodzi twierdzenie w
postaci réwnowazno$ci warunku proporcjonalnosci odpowiednich odcinkéw na ramionach
kata plaskiego i réwnoleglosci prostych przecinajgcych ramiona kata.

(c) Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa mozna udowodni¢ stosujac metode nie wprost
i korzystajac z twierdzenia Talesa (patrz zadanie 12).

(d) Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa nie jest w ogélnosci prawdziwe dla warunku
(1). Warunek ten jest spelniony dla prostych réwnolegtych (twierdzenie Talesa), ale nie tylko
dla nich. Wystarczy wyjs¢ od prostych réwnolegtych i odbi¢ punkt A; symetrycznie wzgle-
dem punktu A, otrzymujgc punkt E, dla ktérego réwnos¢ (1) jest spetniona, cho¢ proste Bo A
i EBy nie sg juz réwnolegte.

Zadanie 6. Wniosek z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa
Uzasadnij, ze odcinek taczacy srodki dwéch bokéw tréjkata jest réwnolegly do trzeciego boku
i réwny jego potowie.

A

Zadanie 7. W tréjkacie réwnoramiennym ABC o podstawie |AB| = 10 i ramionach diugosci
|AC| = |BC| = 13 wpisano kwadrat DEFG. Bok DE kwadratu lezy na boku AB tréjkata. Obliczy¢
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diugosé boku tego kwadratu.

Zadanie 8. Dany odcinek AB podzieli¢ konstrukcyjnie w stosunku m : n, gdzie m i n sg liczbami
naturalnymi.

Zadanie 9. Korzystajac z twierdzenia Talesa udowodnij, ze dwusieczna kata wewnetrznego
trojkata dzieli bok przeciwlegly temu katowi proporcjonalnie do bokéw przylegtych.

Zadanie 10. Udowodnij nastepujacy wniosek z twierdzenia Talesa:
Jezeli ramiona kata plaskiego o wierzchotku O przetniemy prostymi réwnoleglymi A;B; i A2B,,
to

|OA4| _ |OB;|
|OAz| OB,

®)

Zadanie 11. Uzasadnij, ze czworokat, ktérego wierzchotkami sa $rodki bokéw dowolnego czwo-
rokata wypuklego, jest rtéwnolegtobokiem. Dla jakich czworokatéw $rodki jego bokéw sg wierz-
chotkami kwadratu?

A K B

Uwaga 5. Powyzsze twierdzenie o czworokacie wyznaczonym przez srodki bokéw innego czwo-
rokata zachodzi dla dowolnego czworokata, niekoniecznie wypuklego.

Zadanie 12. Twierdzenie odwrotne do tw. Talesa:

Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym z ramion kqta plaskiego sq proporcjonalne do od-
powiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kgta, to proste te sq réwnolegle.
Przesledzi¢ ponizszy dowdd tego twierdzenia.

Dowdd twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa przeprowadzony metodg nie wprost.

Niech dla punktéw A; i By oraz A; i By, wyznaczonych na ramionach kata plaskiego AOB, od-
powiednio przez proste k i | zachodzi réwnos¢

|OA1| _ |OB;]

= . 4
|A1As|  [B1Bol @)
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Dla dowodu nie wprost zat6zmy, ze prosta I nie jest rownolegla do prostej k. Wowczas prosta
przechodzaca przez punkt B, i réwnolegta do prostej k, przecina ramie OA w punkcie G, G # A»,
zatem |A1A| # |A1G|. Z twierdzenia Talesa mamy natomiast

[0A1] _ 0B,

|A1G|  |[B1Ba|’
Poniewaz |A;1Az| # |A1Gl, wiec

|OA4| 2 |OB4|

|A1Az] * |B1Bal’

co jest sprzeczne z zatozeniem (4). Zatem prosta [ jest réwnolegta do prostej k.

Zadanie 13. Obliczy¢ stosunek pola trapezu ABCD (odcinki AB i CD s réwnolegte) do pola tréj-
kata AOB, gdzie O jest punktem przeciecia przekatnych trapezu, jezeli wiadomo, ze podstawy
trapezu majg dtugosci |AB| =ai|CD| = b.

D

Zadania domowe

Zadanie 14. Dany odcinek AB podziel na 5 réwnych czesci.



Zadanie 15. Ramiona kata plaskiego przecinajg trzy proste réwnolegte, odcinajac na jednym z
ramion kata poczawszy od wierzchotka kata odcinki o dlugosciach kolejno 4,9, 18. Te same pro-
ste odcinajg na drugim ramieniu kata odcinki o diugosciach kolejno 8, 12, z. Wyznacz dtugosci
aiz.

Zadanie 16. W tréjkacie ABC wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka A dzieli bok BC na odcinki
BD i DC o dtugosciach 7 i 5. Oblicz w jakim stosunku dzieli bok AB symetralna boku BC.

Zadanie 17. Proste AB i CD przecinajg si¢ “gdzie$ daleko” w punkcie S (patrz rysunek). Przez
punkt E # A nalezacy do prostej AB prowadzimy prostg réwnolegla do prostej AC, przecinajaca
prosta CD w punkcie F. Jak obliczy¢ odlegtoé¢ punktu A od punktu S? Ktére odcinki nalezy w
tym celu zmierzy¢?
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Zadanie 18. Uzasadnij, ze czworokat, ktérego wierzchotkami sg §rodki bokéw rombu jest pro-
stokatem. Kiedy ten czworokat bedzie kwadratem ?

Zadanie 19. W prostokacie ABCD o dlugosciach bokéw |AB| = 12, |[AD| = 8, potaczono Srodki
bokéw AB i BC oraz AD i CD otrzymujac w ten sposob szesciokat AEFCGH. Oblicz pole i obwéd
szedciokata.

Literatura

(a) K. Klaczkow, M. Kurczab, E. Swida, Matematyka dla licealistéw. Podrecznik do II klasy, Ofi-
cyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro, Warszawa 2000,

(b) A. Zakrzewska, E. Stachowski, M. Szurek, I ty zostaniesz Pitagorasem. Podrecznik do ma-
tematyki do klasy drugiej liceum i technikum. Zakres rozszerzony i zakres podstawowy.
Oficyna Wydawniczo-Poligraficzna "ADAM”, Warszawa 2003,

(c) D.iM. Zakrzewscy, Repetytorium z matematyki dla uczniéw szkét srednich i kandydatéw
na studia. Wydawnictwo Szkolne PWN, Warszawa 2000.

Wskazéwki

1. Tréjkaty A1 B1A; i A1B1 B, majg réwne pola - ich wysoko$ci opuszczone na wsp6lng podstawe A;B; s
réwne. Opisaé pola tych tréjkatéw za pomocg wysokosci opuszczonych odpowiednio z wierzchotkéw By,
A;. Szukane proporcje wynikaja z poréwnania stosunku tych pél do pola tréjkata OA;B;. 2. Skorzystaé z
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twierdzenia 1. Dla konstrukdji odcinka o dtugosci a V2 postuzy¢ sie przekatna w kwadracie o boku dtugoéci
a.

L
b
M
3c
@)
v /’ N / K
3. Skorzystac z twierdzenia 1. 4. Aby wykaza¢ warunek (1) wystarczy skorzystac¢ z twierdzenia
Talesa zastosowanego do kata o wierzchotku O. Aby wykaza¢ warunek (2) przez punkt A; poprowadzi¢
prosta réwnolegta do prostej B, B, i skorzystac¢ z twierdzenia Talesa dla kata o wierzchotku A,. 5. Jesli
twierdzenie ma posta¢ implikacjip — g, to twierdzenie odwrotne do niegoma postaéq — p. 6. Skorzystac
z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa (patrz zadanie 5) oraz z warunku (2). 7. Zastosowacé

twierdzenie Pitagorasa oraz twierdzenie 1. 8. Skorzystac z twierdzenia 1 dla dowolnego kata ostrego, na
ktérego ramionach odtozy¢ odpowiednio odcinki AB i (m + 1) odcinkéw o réwnej, zadanej dtugosci. Patrz
tez zadanie 2. 9. Przez jeden z wierzchotkéw tréjkata, rézny od C, poprowadzié¢ prosta réwnolegta do
dwusiecznej kata C. Skorzystac z twierdzenia 1. Uwaga. Twierdzenie o dwusiecznej kata w tréjkacie mozna
tez udowodnié, korzystajac z twierdzenia sinuséw (patrz materiaty do rozdzialu "Twierdzenie sinuséw i
cosinuséow”).

A

10. Patrz Rysunek 1. Zapisa¢ proporcje (3) za pomoca dlugosci odcinkéw wystepujacych w tezie
twierdzenia Talesa. 11. Skorzysta¢ z zadania 6 13. Przez punkt O poprowadzi¢ prosta k
zawierajgca wysokos¢ trapezu. Skorzysta¢ z Uwagi 2 dla ramion kata wyznaczonego przez prosta k i jedna
z przekatnych trapezu.

A B

14. Na drugim ramieniu kata o wierzchotku A zaznaczy¢ 5 odcinkéw jednakowej ditugosci,
skorzysta¢ z twierdzenia Talesa. Patrz tez zadania 2, 3.
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15. Skorzystaé z proporgji z twierdzenia Talesa. ~ 16. Symetralna boku jest réwnolegta do wysokosci
spuszczonej na ten bok. Mozna zatem dalej skorzystac z twierdzenia Talesa. ~ 17. Skorzysta¢ z warunku
2). 18. Skorzysta¢ z zadania 6 oraz z twierdzenia odwrotnego do tw. Talesa i wlasnosci przekatnych w
rombie albo wprost z zadania 11. 19. Skorzysta¢ z zadania 6.

Odpowiedzi

2. x = |NK]| 3.x=9,y=152z=24 5. Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na
jednym z ramion kata ptaskiego sg proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te
proste na drugim ramieniu kata, to proste te sa réwnolegte. 7. IDE| = . 11. Ten réwnolegtobok
jest kwadratem wtedy i tylko wtedy, gdy przekatne wyjsciowego czworokata przecinajg sie pod katem

p +b
prostym i majg réwne diugosci. 13, 22 (a_) 15.0 = 6,z = 24 16. % =¢

Pago a

IAC| - AE]
17.1AS| = ———
S| = e =R

tzn. dla kwadratu. 19. P=72,L =20+4V13

18. Czworokat ten bedzie kwadratem dla rombu o przekatnych o réwnej dlugosci,



